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1. はじめに

都市を支える地盤中の地震波の挙動を明らかにする

ことは,都市の防災計画を策定する上で最も有用な情

報を提供することとなる. 実際,数値シミュレーション

による地震・津波予測に関する研究1)は, これまでに

も多くの研究者が手がけており,実問題への応用が検

討されている.

しかし,実現への課題は多い.例えば,地震波の解析

を含め,波動解析に非常に有効な手法として知られて

いる境界要素法は,扱う領域の大きさが対象とする波

動の波長に比べて大きい場合, 要素数が膨大になり,必

然的に大規模な計算を実行することとなる. そのため,

現実的な計算時間内で解析を実行することは極めて困

難となる. また,例えば力学的に厳密なモデルのもと

で地震断層解析を行う場合は,周波数領域での解析が

不可能となり,時間領域での解析が必要2)となる.しか

しながら,一般的に,時間領域の境界要素解法は, 周波

数領域の解法に比べより多くの計算時間や記憶容量を

必要とするばかりか, 時間ステップが小さい場合の解

の安定性が問題視されている. また,粘弾性地盤中の

複雑な地震波動伝播問題等に対しては,閉じた時間領

域の基本解を求めることができないため,通常の時間

領域境界要素法の手順で解を求めることすら困難とな

る. そのため,通常の境界要素法では,過去の地震によ

るデータや既知の地層構造から簡易なモデル化を施し,

防災上の問題点を再確認するのに応用されている程度

であり,実用的には依然として改善の余地がある.

そこで,本論文では,時間領域境界要素法の計算効率

を改善するために高速多重極法3)を, 解の安定性を向

上させるために Lubichにより提案された演算子積分

法4)を境界要素法に適用した新たな時間領域境界要素

法を提案する. なお提案する手法は,粘弾性波動問題の

ような時間領域で閉じた基本解を求めることができな

い問題に対してさえも威力を発揮する手法である. そ

のため,以下では,粘弾性波動問題における定式化を示

し,数値解析例と共に,本手法の有効性を確認する.

2. 演算子積分法

はじめに, 演算子積分法 (Operational Quadrature

Method) について述べる. Lubich は, 繰り込み積分

f ∗ g(t)を,時間依存の関数である f(t− τ)のラプラス

変換を用いた離散化繰り込み積によって近似する手法

を提案した. 一般的に,繰り込み積分は次のように表

される.

図 1 散乱問題のモデル

f ∗ g(t) =
∫ t

0

f(t− τ)g(τ )dτ , t ≥ 0 (1)

式 (1)で ∗は時間に関する繰り込み積を表す. Lubich

の演算子積分法によれば,式 (1)で表される繰り込み

積分は, 時間 t,時間増分�tを用いた nステップの離

散化繰り込み積に近似される. すなわち,

f ∗ g(n�t) �
∑

j

ωn−j(�t)g(j�t). (2)

ただし, ωj(�t)は重み関数であり,

ωn(�t) =
1

2πi

∫

|z|=ρ
F

(
δ(z)

�t

)
z−n−1dz

� ρ−n

L

L−1∑

l=0

F

(
δ(zl)

�t

)
e
−2πinl

L (3)

で与えられる. ここで,式 (3)の δ(zl)は線形マルチス

テップ法（差分法）における生成多項式の商であり,

zl = ρe
2πil/L によって表される. ρ, Lは目標とする精

度 εによって決定されるパラメータであり, ρL =
√
ε

により決定される. また, F は式 (1)における時間依

存関数 f のラプラス変換である.

3. 粘弾性波動問題における時間領域境界要素法

以下の定式化では,面内波動問題を考えることとし, 3

次元直交座標系x = (x1, x2, x3)に対し,変位は (x1, x2)

方向成分のみを考える. また,全ての物理量は x3 に依

存しないものとして考える. 以上の規約の下, 図 1で

表されるような線形粘弾性波動問題の 2 次元領域 D



内における D̄ による散乱問題を考える. 入射波 uini
が存在し, 散乱体 D̄ の境界表面 S により反射・散乱

されるとする. このとき,入射波が散乱体 D̄に到達す

るまで静かな過去を持つとする. すなわち, 初期条件

ui(x, t = 0) = 0及び ∂ui(x, t = 0)/∂t = 0を考慮す

れば, 変位 ui,対応する表面力 ti が満たす支配方程式

及び境界条件はそれぞれ次のように表される.

µ(t) ∗ u̇i,jj(x, t) +
(
K(t) +

1

3
µ(t)

)
∗ u̇j,ij(x, t)

=ρüi(x, t) in D (4)

ui = ūi onS1, ti = t̄i onS2,

S2 = S \ S1 (5)

ただし, ρは密度, µ(t), K(t)はそれぞれ, せん断弾性

係数, 体積弾性係数に対する緩和関数を表し, 不遡及

の公理 µ(t) = 0,−∞ < t < 0を満足するものとする.

また, ( ˙ )は時間に関する微分を表し, ūi 及び t̄i は与

えられた境界条件である. さて,一般に線形粘弾性波

動問題に対しては時間領域において閉じた基本解を得

ることができない. そこで,もし仮に時間領域におけ

る閉じた基本解 Uij(x,y, t)および対応する二重層核

Tij(x,y, t) が与えられて,それらの性質は弾性体のそ

れと同様であると仮定すれば, 式 (4),(5)により定義さ

れた問題の解は,次の時間領域境界積分方程式を解く

ことにより求まる.

Cij(x)uj(x, t) = u
in
i (x, t)

+

∫

S

Uij(x,y, t) ∗ tj(y, t)dSy

−
∫

S

Tij(x,y, t) ∗ uj(y, t)dSy (6)

ただし,式 (6)において, Cij は境界表面 Sに依存する

自由項である. 通常の問題では,境界積分方程式 (6)に

対して境界上に適切な近似関数を導入し, 時間・空間に

関して離散化することで,境界未知量に関する代数方程

式を得ることにより解が求まる. しかしながら,先に述

べたように,粘弾性波動問題における時間領域境界要素

法では, 式 (6)における基本解 Uij(x,y, t), Tij(x,y, t)

を直接に閉じた形で求めることが出来ない. そのため,

影響関数の評価に対して, 時間領域境界要素法の影響

マトリックスを周波数領域境界要素法の影響マトリッ

クスから積分変換により直接数値的に求める方法や,

時間領域境界要素法の影響関数を周波数領域問題の基

本特異解の積分変換により数値的に求める方法が用い

られてきた5)6).これらの手法は,巧妙ではあるが,時間

増分が小さい場合の解の安定性や, 大規模問題への対

応は難しいのが難点である.そこで, 以下では,まず式

(6)に演算子積分法を用いて解の安定性を向上させる

方法について解説する.

4. 粘弾性波動問題における演算子積分時間領域境界

要素法の定式化

式 (6)の境界積分方程式をM 個の一定要素で離散

化し,数値的に解くことを考える. 滑らかな境界 S に

対して x ∈ D → x ∈ S なる極限移行を考慮すれば,

時間増分�tに対して,次の第 nステップにおける離

散化された時間領域境界積分方程式を得ることができ

る.

1

2
ui(x, n∆t) = u

in
i (x, n∆t)

+

M∑

α=1

n∑

k=1

[
An−kij (x,yα)tαj (k∆t)

− Bn−kij (x,yα)uαj (k∆t)
]

(7)

ただし, 式 (7) において, Amij ,B
m
ij は影響関数である.

影響関数Amij , B
m
ij は式 (2)の離散化繰り込み積とその

重み表現式 (3) を用いた演算子積分法により,それぞ

れ次のように得ることができる.

Amij (x,y) =
ρ−m

L

L−1∑

l=0

∫

S

Ûij(x,y, sl)e
− 2πiml

L dSy

(8)

Bmij (x,y) =
ρ−m

L

L−1∑

l=0

∫

S

T̂ij(x,y, sl)e
− 2πiml

L dSy

(9)

ただし, sl は sl = δ(zl)/(�t)で定義される. 式 (8),(9)

は離散フーリエ変換の形で表されていることから, そ

れらの和には高速フーリエ変換を利用することができ

る. また,ラプラス変換域における基本解 Ûij(x,y, s)

及び T̂ij(x,y, s)は次のように求めることができる.

Ûij(x,y, s)

=
1

2πµ∗(s)

{
K0(sT r)δij −

1

s2T
[K0(sT r)−K0(sLr)],ij

}

(10)

T̂ij(x,y, s) = nj(y)ρ(c
∗2
L − 2c∗2T )Ûik,k(x,y, s)

+ ρc∗2T

(
Ûij,k(x,y, s) + Ûik,j(x,y, s)

)
nk(y) (11)

ただし c∗L および c∗T は複素せん断弾性係数 µ∗(s) や

複素体積弾性係数 K∗(s) に対応した複素位相速度で

あり,それぞれ c∗L =
√
(K∗(s) + (4/3)µ∗(s))/ρ, c∗T =√

µ∗(s)/ρ で与えられる. µ∗(s), K∗(s) は緩和関数

µ(t), K(t)のラプラス変換 µ̂(s), K̂(s)により, それぞ

れ µ∗(s) = sµ̂(s), K∗(s) = sK̂(s)で与えられる. ま

た, r = |x−y|であり, Kn は n次の修正ベッセル関数

を表す. ここで式 (10)中の sL, sT はそれぞれ表記を簡

単にするために, c∗L, c
∗
T で除した値 sL = δ(z)/(c

∗
L�t),

sT = δ(z)/(c
∗
T�t) とした.そのため, 以降の定式化に

おいても,同様の表記を用いたことに注意する. これ



図 2 点 y0 における多重極展開

より,式 (7)を書き直せば,

1

2
ui(x, n�t)

+

M∑

α=1

[
B0ij(x,y

α)uαj (n�t)−A0ij(x,yα)tαj (n�t)
]

=uini (x, n�t)

+
M∑

α=1

n−1∑

k=1

[
An−kij (x,yα)tαj (k�t)

− Bn−kij (x,yα)uαj (k�t)
]

(12)

となる.よって,第 nステップ以前の境界値 uαi , t
α
i が

全て求まっていれば,式 (12)の右辺は既知となり,第 n

ステップにおける境界値を決定することができる.つ

まり, n = 1からはじめて,各ステップ毎に境界未知量

を順番に決定することができる.

しかしながら,解くべき問題の規模が大きい場合に

は,式 (12)を逐次的に解いていく上での計算時間・記

憶容量を抑える工夫が必要である.以下では,式 (12)に

高速多重極法を適用することを考える.

5. 高速多重極法の適用

式 (12)の右辺の計算を高速多重極法を用いて解く

ことを考える. 高速多重極法のアルゴリズムは文献7)

に詳しい. ラプラス変換域での粘弾波動問題の基本解

(10)及び対応する二重層核 (11)は形式的には周波数

領域での等方弾性体における面内波動問題のそれらと

同形式で表される. よって,高速多重極法を適用する際

の各種移動公式も,周波数領域における面内波動問題

で使用する各種移動公式と同形式で表すことが出来る.

5.1 粘弾性面内波動場の多重極展開

まず,粘弾性面内波動問題におけるラプラス変換域

での基本解 (10)を次のようなポテンシャル表現に変

形する.

Ûij(x,y, s) =
1

µ∗(s)s2T

[
ΦU,i + e3ijΨ

U
,j

]
(13)

ただし, ΦU およびΨU はそれぞれ縦波,横波成分に関

する変位ポテンシャルであり,

ΦU =
1

2π
K0(sL|x− y|),k (14)

ΨU = e3kl
1

2π
K0(sT |x− y|),l (15)

で表される.

さて,図 2のように観測点x,源点 yに対して,点yの

近くに多重極点 y0 をとり, 点 y0 から見た x,yの極座

標成分をそれぞれ (r, θ), (ρ,φ)とすれば, 式 (14),(15)

に Graf8)の加法定理を用いて展開すると,

ΦU =
1

2π

∞∑

n=−∞
MU
n Kn(sLr)e

inθ (16)

ΨU =
1

2π

∞∑

n=−∞
NU
n Kn(sT r)e

inθ (17)

と多重極展開できる. ここで,式 (16), (17)において,

MU
n , N

U
n はそれぞれ点 y0 に関する縦波,横波に関す

る多重極モーメントであり,

MU
n = −

∂

∂yk

[
In(sLρ)e

−inφ] (18)

NU
n = −e3kl

∂

∂yl
[In(sT ρ)e

−inφ] (19)

で定義される. ここで Inは n次の第一種修正ベッセル

関数でる. 二重層核に関しても同様に考えれば, y0 に

関する縦波,横波に関する多重極モーメントMT
n ,N

T
n

はそれぞれ,

MT
n = −

∂

∂yj∂yk
[In(sLρ)e

−inφ] (20)

NT
n = −e3km

∂

∂yj∂ym
[In(sT ρ)e

−inφ] (21)

で定義されることがわかる. さて,式 (16), (17)の多重

極展開は, スカラー波動場における多重極展開と同様

の形をしている.よって,高速多重極法を構成する上で

必要な各種移動公式 (M2M, M2L, L2L)もスカラー波

動場における移動公式と同様の形で表すことが可能で

ある.

5.2 多重極,局所展開係数の移動公式

多重極展開 (16),(17)に対応し,観測点 xについて,

点 x0 まわりの局所展開を次のように定義する.



Φ(x) =

∞∑

n=−∞
LnIn(sLr)e

−inθ (22)

Ψ(x) =

∞∑

n=−∞
HnIn(sT r)e

−inθ (23)

ここで r, θはそれぞれ点 x0 を基準とした xの極座標

成分 (r, θ)である. また Ln, Hn はそれぞれMn,Nn に

対応する局所展開係数である.

多重極点の移動による多重極係数の変換式 (M2M),

多重極係数から局所展開係数への変換 (M2L), 局所展

開点の移動による局所展開係数の変換式 (L2L)はGraf

の加法定理をそれぞれの移動点に対して適用すれば導

くことが出来る.それらの結果をまとめると,縦波,横

波に関する多重極係数Mn, Nn のM2Mは,

M ′
n =

∞∑

m=−∞
MmIn−m(sLρ)e

−i(n−m)φ (24)

N ′
n =

∞∑

m=−∞
NmIn−m(sT ρ)e

−i(n−m)φ (25)

であり, M2Lは,

Ln =
1

2π

∞∑

m=−∞
(−1)mMmKn+m(sLρ)e

i(n+m)φ

(26)

Hn =
1

2π

∞∑

m=−∞
(−1)mNmKn+m(sT ρ)e

i(n+m)φ

(27)

であり,そして L2Lは,

L′n =

∞∑

m=−∞
(−1)n−mLmIn−m(sLρ)ei(n−m)φ (28)

H ′
n =

∞∑

m=−∞
(−1)n−mHmIn−m(sT ρ)ei(n−m)φ (29)

で与えられる. ただし, M ′
n, N

′
n,および L′n, H

′
n はそれ

ぞれ展開点の移動により得られる新しい多重極,局所

展開係数を表す. また,座標値 (ρ,φ)は, 新しい展開点

から古い展開点を見た相対座標の極座標成分である.

5.3 多重極展開のスケーリング

修正ベッセル関数は |z|が大きいとき,

In(z) ∼ e|�[z]|, Kn(z) ∼ e−z (30)

である. したがってセルのサイズが大きい場合には

M2Mや L2L の変換において展開係数や, 修正ベッセ

ル関数の値が相当に大きく (小さく) なり,数値計算で

扱える範囲をこえてしまう可能性がある. したがって,

多重極展開や各種移動公式に適切なスケーリングを施

してやることが安定なアルゴリズムのために必須とな

図 3 Scaling of M2M.

る.

そのため, 第一種, 第二種修正ベッセル関数 In, Kn

に対して次のようなスケーリングを施す.

Ĭn(z) = e
−zIn(z), K̆n(z) = e

zKn(z) (31)

これより,セルCξ(ξはセルの対角長の半分の長さを表

す）におけるスケーリングされた多重極展開係数,お

よび局所展開係数もそれぞれ次のように表すこととす

る.

M̆ξ,n = e
−sLξMn, N̆ξ,n = e

−sT ξNn (32)

L̆ξ,n = e
sLξLn, H̆ξ,n = e

sT ξHn (33)

ここで M̆ξ,n, N̆ξ,nおよび L̆ξ,n, H̆ξ,nはそれぞれスケー

リングされた多重極係数,局所展開係数を表す. この

とき,演算子積分法の成立条件から 
[sβ ]ρ > 0 (β =

L or T )であることに注意する. これより,スケーリン

グされた粘弾性波動場のM2Mは,セルCξ から親セル

C2ξ に対して図 3のように考えて,

M̆2ξ,n =

∞∑

n=−∞
M̆ξ,mĬn−m(sLξ)e

−i(n−m)φ (34)

N̆2ξ,n =

∞∑

n=−∞
N̆ξ,mĬn−m(sT ξ)e

−i(n−m)φ (35)

となる. M2Lの場合は同一レベル (セルの大きさが等

しいもの）同士の変換である. セル Cξ から遠方セル

Cξ へのスケーリングされたM2Lは,

L̆ξ,n =
esL(2ξ−ρ)

2π

×
∞∑

n=−∞
(−1)mM̆ξ,mK̆n+m(sLρ)e

i(n+m)φ (36)

H̆ξ,n =
esT (2ξ−ρ)

2π

×
∞∑

n=−∞
(−1)mN̆ξ,mK̆n+m(sT ρ)e

i(n+m)φ (37)

となり,セル C2ξ から子セル Cξ へのスケーリングさ



れた L2Lは,

L̆ξ,n =

∞∑

n=−∞
(−1)(n−m)L̆2ξ,mĬn−m(sLξ)ei(n−m)φ

(38)

H̆ξ,n =

∞∑

n=−∞
(−1)(n−m)H̆2ξ,mĬn−m(sT ξ)ei(n−m)φ

(39)

で表される. スケーリングされた多重極展開および局

所展開も式 (31), (32), (33)をそれぞれ (16), (17)や

(22), (23)に用いれば同様に得られる.

5.4 時間ステップ解析と高速多重極法の適用

今, 式 (12) における各ステップ毎の行列ベクト

ル積の計算に高速多重極法を適用することを考え

る. 例えば, 式 (12) の右辺第二項の行列ベクトル積∑M
α=1A

n−k
ij (x,yα)tαj (k�t)の計算部分に関する遅延

ポテンシャルを具体的に書き下すと,

uRAi (x, n�t) =
n−1∑

k=1

M∑

α=1

An−kij (x,yα)tαj (k�t)

=

n−1∑

k=1

ρ−(n−k)

L

L−1∑

l=0

[
M∑

α=1

tαj (k�t)
∫

S

Ûij(x,y
α, sl)dSy

]

× e−2πi(n−k)l/L (40)

と書ける.式 (40)における右辺の [ ]内は境界上の積分

の項であるから,この部分の計算が高速多重極法により

高速化される.また,その [ ]内の計算に対し, FFTを

適用すればAmtk =
∑M

α=1A
m
ij (x,y

α)tαj (k�t), (m =

0, . . . , L− 1) が計算される.いま,式 (40)において, 各

ステップ毎の遅延ポテンシャルの計算を行列の形で表

せば, uRA,n = {uRAi (xα, n�t)}(α = 1, . . . ,M)とし

て,





uRA,1

uRA,2

uRA,3

uRA,4

:

uRA,n





=




0

A1t1

A2t1 +A1t2

A3t1 +A2t2 +A1t1

· · ·
An−1t1 + · · · · · · · · ·+A1tn−1




(41)

となる.高速多重極法を用いるので,実際には,例えば

式 (41)の右辺の計算を行うために Am の係数を保存

しておく必要はない.つまり,計算には, 第 nステップ

までの遅延ポテンシャルの部分和を格納する配列一列

のみを用意し, 第 kステップ目の tk が得られた直後に

高速多重極法とFFTによりAmtk を計算し,その用意

した配列へ加算していけばよい. 各ステップ毎に得ら

れた部分和は二度と必要としないので,記憶しておく

必要もない. 従来の時間領域境界要素法では通常, Am

の係数を保存しておく必要があることから, 高速多重

図 4 三要素標準モデル

図 5 空洞による入射波の散乱モデル

極法を用いることにより大幅に記憶容量を削減するこ

とが可能である.

6. 数値解析例

6.1 三要素標準モデル

数値解析例について説明する前に,本解析で用いる

粘弾性モデルについて簡単にまとめておく. 一般的に

粘弾性波動問題を扱う場合,そのモデル化にはいくつ

かあるが,以下の解析では図 4のように粘弾性波動場

を,粘性係数 η のダッシュポット,ばね定数 µ1, µ2 の

二つのばねを用いた三要素標準モデル9)とし, せん断

方向にのみ粘弾性効果を考慮した解析を行う.

ここで扱う三要素標準モデルの場合,その複素せん

断弾性係数はラプラス変換域で次のようになる.

µ∗(s) = µR
1 + sτσ
1 + sτε

(42)

ただし,τσ 及び τε はそれぞれ応力緩和時間,ひずみ緩

和時間であり,図 4の三要素標準モデルのパラメータ

を用いて

τσ = η

(
1

µ1
+
1

µ2

)
, τε =

η

µ1
(43)

と表される. また, µR = µ2 は緩和弾性係数であり,

t → ∞におけるせん断弾性係数となる. t → 0にお

ける弾性係数は初期弾性係数 µ0 であり,応力緩和時間

τσ とひずみ緩和時間 τε を用いて次式で表される.

µ0 = lim
s→∞

µ∗(s) = µR
τσ
τε

(44)



図 6 三要素標準モデルを用いた入射リッカー波, t0 =

T0, ts = 3T0, τσ = 1.0, τε = 0.25, c0 = 2a/T0 の

場合. (a) x1/a = 0.0,1.0, 2.0,3.0における u1/u0

の時間変化 (b) t/T0 = 3.0,4.0,5.0,6.0における入

射波形.

6.2 1つの空洞による粘弾性面内波動の散乱問題

はじめに,図 5のような半径 aの空洞による粘弾性

面内波動の散乱問題を考える. 入射波としてRicker波

を粘弾性体用に修正したものを用いる. 今,入射波の

中心周波数に対応する時間パラメータを t0 = T0,位相

のずれを ts = 3T0 とすれば, 入射波は Ricker波の逆

フーリエ変換 F−1 を用いて次式で与えられる.

uini (x, t)

=u0δi1F−1
[
2t0
√
π

(
wt0
2

)2
e−(

wt0
2 )

2

ei(kLx1+wts)

]

(45)

ここで, u0 は変位振幅, ω は角周波数, kL は縦波の

波数である. 図 6 (a) に, x1/a = 0.0, 1.0, 2.0, 3.0 に

おける入射波の時刻歴応答を, 図 6 (b) に, t/T0 =

3.0, 4.0, 5.0, 6.0 における入射波形を示す. 図 6 より,

入射波は距離に対して減衰波形になっており, さらに

時間が進むにつれて,波速が遅くなっていることが確

認できる. また,時間と共に,波形自体も減衰する.

図 7 従来法, 本手法による (a) A 点, (b) B 点における

u1/u0 の時間変化

図 7は図 5中の A, B点における変位 u1/u0 の時刻

歴応答を示しており, 空洞は一定要素, 64要素で離散

化し, N = L = 128, ρ = 0.91398170 (ε = 10−10)と

した場合の結果である.ただし,緩和弾性係数と初期弾

性係数の比を µR/µ0 = 0.5,初期弾性縦波速度 cL0 の

波が 1つの空洞を通過する時間 T0 = 2a/cL0 を基準

時間とし, τσ = T0, τε = 0.5T0 とした. 時間増分は

cL0�t/a = 0.125及び cL0�t/a = 0.0625 の 2つのパ

ラメータに対して解析を行っている.なお,比較のため

に, 福井ら5)による従来の時間領域境界要素法（以下,

従来法）を用いた解析結果と, 弾性体における場合の

解析結果をそれぞれ実線,点線で示している. ただし,

弾性体の場合の波速は粘弾性体における初期弾性波速

度を用いている. いずれの場合も,入射波が空洞前面

の A点に到達したときを t/T0 = 0としている. 図 7

より,いずれの場合も,本手法の結果は従来法による結

果と大差ないことがわかる. また従来法では,時間増

分が小さいと解が不安定になる傾向があることが知ら

れている. しかしながら,各点において,時間増分が小

さい場合の方が,より従来法の解に近づいており,時間

増分が小さくとも安定に解が求まっているといえる.

また,粘弾性体の場合は,空洞前面の A点において



図 8 演算子積分法のみを適用した場合 (OQBEM), 高速

多重極法も適用した場合 (FM-OQBEM)での計算時

間の比較

図 9 8× 8空洞群による入射 P波の散乱解析モデル

は変位 u1/u0 の時刻歴はほとんど変わらないが,空洞

の裏側である B点では,弾性体の場合と比べて粘弾性

の効果がはっきりとみられる.

次に, 高速多重極法の効果を見るために, 同様の問

題で要素数を徐々に増加させた場合の境界要素モデル

に対し,演算子積分法 (OQBEM)のみを適用した場合

と,演算子積分法と高速多重極法を適用した場合 (FM-

OQBEM)について解析を行った. OQBEMの場合では

記憶容量の制限から要素数が 512程度までしか計算で

きなかった. 図 8より,要素数が少ない場合はOQBEM

の方が早いが,要素数が数千程度になると高速多重極

法を適用した方が早くなることがわかる.なおこの計

算は,計算効率のみを確認するために行ったものであ

ることを注意しておく. 実用的には要素サイズに応じ

て時間増分を決定し計算を行うことから,時間増分が

小さくなれば,一般的には総ステップ数やパラメータ

L等の値も増加することにより,計算時間も増加する.

しかしながら,そのような場合に対しても,高速多重極

法を用いた場合は計算時間を縮小できることは,この

検証結果より明らかである.

6.3 空洞群による粘弾性面内波動の散乱問題

次に, 図 9のような 8×8の空洞群による粘弾性面内

波動の散乱解析を行った. 全ての空洞の半径を aとし,

x1, x2 方向の空洞の中心間隔は 3aとしている. 1つの

空洞を 64分割一定要素で離散化し,全要素数を 4096,

N = L = 256, ρ = 0.95609320 (ε = 10−10)とした. 粘

弾性体のパラメータは µR/µ0 = 0.85,初期弾性縦波速

度 cL0 の波が 1つの空洞を通過する時間 T0 = 2a/cL0
を基準時間とし,τσ = 0.5T0, τε = 17T0/40とした. ま

た,時間増分は cL0�t/a = 0.125とし,入射波は正弦

波を粘弾性体用に修正した以下の式

uini (x, t) = u0δ1jF−1
[
eiωT0 − 1
2iω

− 1
4

{
ei(ω+ω0)T0 − 1
i(ω + ω0)

+
ei(ω−ω0)T0 − 1
i(ω − ω0)

}
eikLx1

]
(46)

を用いた. ただし ω0 = 2π/T0 である.

本解析は,従来の時間領域境界要素法では解析する

ことができない. よって,時間ステップ解析には高速多

重極法を適用している.また,その際,多重極展開等に

ついて,スケーリングをしない場合の式 (24)-(29)を用

いた場合,多重極係数の数値が計算の途中で計算機が

扱える数値の範囲を超えたために,正しい解を得るこ

とができなかった. したがって,本解析では,レベル 2

以上全ての計算において多重極係数,局所展開係数に

スケーリングを施している.

図 10, 図 11 はそれぞれ弾性体の場合, 粘弾性体の

場合における (a) t/T0 = 1.25, (b) t/T0 = 6.25, (c)

t/T0 = 11.25での空洞群周辺の u1/u0 変位を示して

いる. 粘弾性体の場合では,変位場,そして入射波自体

も時間と共に粘弾性効果があらわれることがわかる.

なお,計算には, OpenMPを利用した 8つのスレッド

(Intel(R) Xeon(R) CPU 5310 1.60GHzを使用) によ

る並列化を行っており,全計算時間はおよそ 57時間 38

分であった.

7. おわりに

粘弾性面内波動問題における演算子積分時間領域境

界要素法および高速多重極法の適用法について示した.

演算子積分時間領域境界要素法の定式化は従来法に比

べて極めて簡便であり, 粘弾性波動問題のような閉じ

た基本解が求まらないような問題にも有効である. 演

算子積分時間領域境界要素法に対する高速多重極法の

適用も比較的容易である. 高速多重極法のアルゴリズ

ムにスケーリングを導入する必要があるものの, 多重

極展開に必要な項数も比較的少なくすることができる.

今後は 3次元粘弾性波動問題への拡張,実問題への

応用を行う予定である.
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